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On the general Formulation of Yield Conditions under Consideration of Anisotropy
and Bauschinger-Effect

In this paper, some aspects of the isotropic and anisotropic yield conditions are discussed on the
base of the plastic potential by introduction of partial potentials. The significance of the Bau-
schinger-Effect is investigated, in order to describe the mechanical behavior of materials in which
the magnitude of the uniaxial yield strength depends on the sign of stress. This generalized con-
cept is successfully applied to titanium sheets. The theory is compared with experimental results.

Einleitung

Ausgehend von einem plastischen Potential !
F=F(o;;) (1)
(0;; Spannungstensor) ermittelt man iiber die Fliel-
regel
(]I‘F,']'= ‘a’[; d/:; (U.ZO (2)
ao,-]-
(Pe;; plastischer Anteil des Verzerrungstensors &;;;
dZ Proportionalititsfaktor) die Stoffgleichungen.
Mit (1) wird das FlieBkriterium dargestellt als
Aquipotentialfliiche

F(0;;) =c=const, (3)
die gemil FlieBregel und Stabilititskriterium 2,
daii dpfij Z 0 ’ (4‘)

konvex sein muf 3.

Neben der Richtungsabhingigkeit der Fliegren-
zen (mechanische Anisotropie) beobachtet man im
Experiment ggf. auch die Abhingigkeit vom Vor-
zeichen der Beanspruchung, d. h. den Bauschinger-
Effekt, der analytisch iiber ein plastisches Poten-
tial (1) als ungerade Funktion,

F(—o0;) =F(0y) , (5)

erfallt werden kann.

Formulierung bei Isotropie

Im isotropen Sonderfall wird das plastische Po-
tential auch durch

F=FJi,Js:713) (6)
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wie zuerst bei Mises! erwihnt bzw. bei Inkompres-
sibilitdt durch

F=F(5,15) (7)

ausgedriickt *. Darin sind J;, /5, J; die Invarianten
des Spannungstensors und (/," = 0) /,/, 1./, I die
entsprechenden Invarianten des Spannungsdeviators
a;; . Beispielsweise lautet das quadratische plastische
Potential nach Mises® bei Isotropie F=/," mit
F(—o0;) =F(0;;). Ein anderes Beispiel ohne Bau-
schinger-Effekt ist das Druckersche Potential 3 4

F-l—aly? —{<a<¥, (8)

das in Abb. 1* dargestellt ist und nur geringfiigig
von Mises abweicht.

Dagegen kann durch die wesentlich einfachere
Linearkombination

F=J, +als
ap

-3

IA
I

al § (9)
(op ZugflieBgrenze) ein spezieller Bauschinger-
Effekt erfalit werden, bei dem die charakteristische
Differenz zwischen den Betrigen von Zug- und
Druckflielgrenzen richtungsunabhingig ist,
man Abb. 2 entnehmen kann.

wie

Allgemeine Formulierung fiir Anisotropie

In Anlehnung an den isotropen Fall (6) kann
man allgemein ansetzen:

F=F(F,,F,,F) (10)

* Neben dem Tresca-Sechseck stellt auch das in Abb. 1
eingezeichnete dullere Sechseck eine Begrenzung im Hin-
blick auf die Konvexitit von FlieBortkurven dar.
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Abb. 1.
FlieBortkurven
N ~— _— =~ bei ebenem
=12 Spannungszustand,

d. h. o111=0,

(k SchubflieBgrenze).
mit den skalaren Formen (Teilpotentiale) : annimmt. Die Benutzung des Deviators bietet Vor-
¥ madyig [Tneane Fowm), (11 a) teile im I?‘a'll. c}er plastischen Volumenkonstanz (In-

kompressibilitat) .
Fy=34ij110ii 01 (quadratische Form), Da F; und Fg geméll den Definitionen (11 a)
(11b)**  und (11c¢) ungerade Funktionen der dynamischen
Fy= 4 Aijitmn 0 012 0mn (kubische Form), (11¢) Variablen (o;;) sind und die Stofftensoren im all-

mit A;;, Aijxz und Aijimn als Stofftensoren 2-ter,
4-ter und 6-ter Stufe, die entscheidend in die Stoff-
gleichungen eingehen. Man kann auch entgegen (11)
den Deviator o;; einfiilhren und entsprechend de-
finieren:

Fl, = Aijl O;j,, F2, = %A’ijkl 0,']', Okl, usw. (12)
so daBl das plastische Potential (10) die Form
F=F(F1,,F2,,F3’) (13)

gemeinen keine isotropen Tensoren darstellen, las-
sen sich mit den Groflen Fy, F,, F3 im Poten-
tial (10) Bauschinger-Effekt und Anisotropie erfas-
sen. AuBlerdem gestatten sie einen zwanglosen Uber-
gang zum isotropen Sonderfall (6), wenn man die
Stofftensoren als Kugeltensoren ansetzt, z. B. geht
fiir A;;=9;; die lineare Form (11a) iiber in die
erste Invariante J; usw. 6,

** Mises ! formuliert Gl. (11b) in Koordinatenschreibweise.
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Abb. 2.
FlieBortkurven

bei ebenem
Spannungszustand,

-20

Ein moglicher Ansatz fiir ein Potential (10) ist
in Form einer Linearkombination aus F;, F, und

F; gegeben:
F=a,Fi+a,Fy+a3F;. (14)

Das entspricht wegen (11) einer ,,Potenzreihenent-
wicklung® in o0;;, z. B. fir ¢y =a;=a3=1 der

Reihe:

1
F= Aij Oij + éAijkz 0ij Okt

+ % Aijtimn 0ij Ot Omn - (15)
Damit lauten die Stoffgleichungen:
dpfij == (Aii + Aijkl O+ Ai}'klmn Okl Omn) dll . (16)

Das Potential (10) ist noch formal erweiterungs-
fahig, z. B. in der Form:
F=F(F,,F,,Fs,...,F,,..

1
By

-

vl )3
(17)

Aijl.'l ceoqr Gij oo Ogr.

d. h. o111=0,
(k Schubflielgrenze,
¥ get k/oF).
Fiir diese Form bieten sich u. a. Linearkombinatio-
nen und Polynomansitze an:

F=3 a.F.;
a=1
F=Sb,F/®, 2.B. v(a)=

=1

= (e}, (18)
a

a

Hierzu sind einige Beispiele in Tab. 1 eingetragen.

Vergleich mit dem Experiment

Die Anisotropieeigenschaften und der Bauschin-
ger-Effekt werden durch die Stofftensoren 4;;, Aiji
usw. beschrieben. Die Bestimmung ihrer Koordina-
ten erfolgt z. B. aus experimentell gefundenen Da-
ten und/oder nach kristallographischen Gesichts-
punkten. U. a. liegen experimentell ermittelte Fliel3-
ortkurven von Zircaloy-4-Hiillrohren, Magnesium-

Blechen, Titan-Blechen, Fliefortkurven von Kupfer-
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Tab. 1. Beispiele fiir Poten

AStoi’fverhalten Potential Typ Literatur tialansitze.
- — 4+ — F=J, Linearkomb. 19133
+ — + /4 F=F, Linearkomb. 19281
- 4+ — 4+ F=ali+J, Linearkomb. 1946 7
— — 4+ — F=]"+al,? Polynom 1947 ¢
— + + — F=Jsy+a(ls/or) Linearkomb. 19738
— — — 4 F=al?2+J, %=2;u=1 19739 . .
— 4+ 4/ + F=P,(J)+Pu(J) Polynom =« gzz. 1975 10 A & Aulstrpic;
— 4+ 4/ 4+ F=P,(J)+P. (V> Polynom #, v gzz. B & Bauschinger-Effekt;
+ 4+ +/+ F=aF,+F, Linearkomb. 1 & kampre,SS‘b"‘l;
+ + + /4 F=F,+aF, Linearkomb. 1974 8 K & kompressibel;
/ 2 oder.
L e
-120 -15
F=aF;+F,
4 Ti 4 Al-Blech
Ti 4 Al- Blech
15
~120" Abb. 5. Gerechnete FlieBortkurve in o1—ojj-Hauptspan-

Abb. 3. Experimenteller Befund ! (Ti4Al-Blech).
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Abb. 4. Gerechnete FlieBortkurve.

rohrproben mit unterschiedlichen Texturen, Flief3-
ortkurven von Al Mg Si 1-Rohren mit gleicher Tex-
tur, aber unterschiedlichem Auslagerungszustand
vor, um einige Werkstoffe besonderer technischer
Bedeutung zu nennen.

nungsebene.

Op/%

F=aF +F,
Ti 4 Al - Blech

Abb. 6. Gerechnete FlieBortkurve in der Oktaederebene.

Zur Bestimmung der Anisotropie- und Bauschin-
ger-Koeffizienten sind fiir die folgenden Beispiele
die experimentellen Daten Versuchen an einem Titan-
Blech von Lee und Backofen ! entnommen (Abbil-
dung 3).

In Analogie zum isotropen Ansatz (9) ist der
anisotrope Ansatz F=F, +«F;’ [GIln. (12) und
(13)] unter Beriicksichtigung des experimentellen
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Befundes gemaf Bild 3 numerisch ausgewertet und
in Abb. 4 dargestellt.
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